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XQUS ktudions ici plusieurs problhmes concernant Ies moduks n-ace, c’est-B- 
dire tels que toute suite croissante de sow-modules engendrks par k < a 
gCnCrateurs soit stationnaire. 
On sait que, si A est noetlhien, tous les A-modules libres sent n-ax pour 
tout az. Dans Ie paragraphe 1, on s’intkresse aux armeaux A, n-ace, teIs que tout 
A-module libre soit n-ace. On montre que, pour anneau A, la condition “tout 
A-moduie libre est n-a& est ~quivaIente B la condition ““tout A-modu!e de 
type fini est n-a&. Pour un anneau A co&sent et n-act pour tout nT tout 
A-mod&e libre est n-ace pour tout n. 
Un critbre de Pontryagin donnait, pour un groupe G ~~nombra~le, 1’6qui- 
valence suivante: @ n-act pour tout 72 -3 6-libre, Ce with avait CtC gCnCraiis4 
B des modules de type dtnombrable sur un anneau principaI. Pious en donnons 
une gCnCralisation dans le cas des anneaux de Dedekind et des modules de rang 
d6nombrabIe (Section 2). En particulier, si A est un anneau de Dedekind, Ies 
conditions suivantes sont Cquivalentes (cf. I’hCor&me 2.3): 
Ii4 est ft-ace pour tout n. 
Tout sous-module de M de rang ~~noRl~?a~le est projectif. 
Ce r&sultat nous permet de prhciser la structure des modules I-act sur un 
anneau de valuation discrete complet; dans ce cas, les modules I-act sent les 
sous-modules des compl&Cs dc modules libres. 
E&n, dans le cas gCnCraI d’un anneau xoethCrien, on &u&e les relations entre 
&verses propriCrCs clue peut posskder un module ;pz-act pour tout R. 
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I. ANNEAUX TELS QUE TOUT A-MODULE LIBRE SOIT k-Act 
A designe un anneau commutatif, unitaire, integre. On sait que, s’il existe un 
A-module k-act, alors l’anneau A est lui-m&me k-act [lo]. On sait d’autre part 
que, si A est noetherien (et par suite n-act pour tout n), tout A-module libre 
est n-act pour tout n [l]. Nous allons demontrer le resultat suivant: 
THBOR~ME 1.1. Soit A un anneau intigye k-act. Les prop&e’s suivantes sont 
kquivalentes: 
(1) Tout A-module libre est k-act. 
(2) Tout A-module suns torsion de type$ni est k-act. 
(3) Tout A-module libre de type jini est k-act. 
(4) Pour tout ensemble I, AI est un A-module k-act. 
(5) Toute somme directe de modules suns towion k-act est k-act. 
(6) Tout produit direct de modules suns torsion k-act est k-act. 
La demonstration utilise la propriete suivante, demontree par Renault [12]. 
PROPOSITION 1.2. Soit A un anneau commutatif intt?gre, et soit M un sous- 
module de rang $ni de A’ (I ensemble quelconque). I1 existe un ensemble J jini, 
J C I, tel que, si p est la projection de A’ SW AJ, la restriction de p ci M est un 
isomorphisme de M SW p(M). 
On en deduit l’equivalence des proprietes (4) et (3). En effet (4) + (3). 
Reciproquement supposons que l’anneau A possede la propriete (3); soit 
VKJn,rm une chaine de sous-modules de A”, de type k; M = U,“=, M, , est de 
rang fini, done isomorphe ?+ un sous-module de AJ (oti J est un ensemble fini); 
AJ est k-act par hypothese, et la suite (Mn)l2pN est done stationnaire. On a done 
(3) * (4). 
Tout A-module libre se plonge dans un module AI, et tout sous-module 
dun module k-act est k-act. Par consequent (4) * (1). Mais on a Cvidemment 
(1) * (3). 
Tout A-module M saris torsion, de type fini, peut se plonger dans un module 
libre de type fini L (L C K @A M, oti K est le corps des fractions de A). Par suite 
(1) z- (2). Mais (2) * (3). 
Finalement, les proprietes (l), (2), (3), (4) sont Cquivalentes. 
Soit A un anneau verifiant les proprietes (I), (2), (3), (4). Soit niel Pi un 
produit direct de A-modules k-act. Considerons une chdne (Mm)nEN de sous- 
modules de HisI Pi , de type k. Soit pi la projection pi : nisi Pi -+ Pi . La suite 
(~Wn))n,rm est une chaine de sous-modules de type k de Pi , done stationnaire, 
Cgale Q Pi & partir d’un certain rang. On peut done supposer que pour tout n, 
M, C nisi Pi, oh Pi est un module de type k. Chaque module Pi , qui est de 
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type fini, peut se plonger dans un module libre de type fini. Le module M = 
uzzT=, M, se plonge done dans un module AA qui est k-act par bypath&e. 
I1 en resulte que la suite (&r&N est stationnaire. On a done (4) * (6). 
Si A est un anneau integre k-act, (6) + (4). De plus (6) 3 (S), et (5) 5 (3). 
IL en resulte 1’Cquivalence des proprietes (l), (2), (31, (4), (5), (6), annoncee 
par Ie Theo&me 1.1. 
COROLLAIRE 1.3. 8i A est methbien intt?g.re, tout pro&it diwct de nmhdes 
k-ace est k-act, quel que soit le nombve entiw R. 
En e&t, si A est noetherien, tout A-module de type fini est noethCrien: 
done n-act pour tout n (ce qui implique que tout A-module Iibre est z-ace pour 
tout n, resultat qui avait CtC demontre directement par Baumslag et Baumslag [I]). 
A Ctant k-act pour tout k, on a done la proprieti: (6) quel que soit k. 
Ce coroilaire generalise le resultat correspondant Ctabli pour les groupes 
abeliens saris torsion par Baumslag et Baumslag [l ,4-6, corollaire du Lemme 7]. 
PROBLhlE. Le probleme se pose de savoir si la condition “‘A k-xc” implique 
Ia propriete “Tout A-module libre est k-ace”. 
Un contre exemple Cventuel est B rechercher pour k f 1. En effet: 
PRQPOS~TION 1.4. Tout A-naodule l&e SW un anneau I-act est un A-~~.odub 
1 -act. 
D’apres le Theoreme 1.1, il sufht de supposer que M est de type fini. 
M=Ae,O...OAe,;Ax,CAz,C,..CAz,C...,ziE,~. 
On en deduit: Va’n~ N, V’ = I, 2 ,..., k, anj = o~,ai,-~ .
La suite (~,j),~~ est une suite croissante d’ideaux de A, done stationnaire, 
puisque A est I-act; a partir d’un certain rang, ol,~ A*, et la suite (Az~)~~~ est 
stationnaire. 
La demonstration trb simple de la proposition 1.4 ne se generaiise pas pour 
k > 1. C’est pourquoi nous allons imposer une condition supplementaire a 
I’anneau, et considerer les anneaux coherents integres, c’est-&-dire les anneaux 
tels que tout ideal de type fini soit de presentation finie [15]. Tout anneau 
noetherien est coherent. 
Plus generalement, nous allons demontrer un theoreme relatif aux modules 
pseudo-coherents, c’est-Mire tels que tout sous-module de type fini soit de 
presentation finie [15]. Ce thCor&me est a rapprocher dun theoreme des Baumslag 
concernant les groupes (1, Theo&me 7 et lemmes preparatoires), et permettra 
d’obtenir une generalisation du Corollaire 1.3 (cf. Theo&me 1.6). 
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THBOR~E 1.5. Soit P am A-module pseudo-cot%ent et k-act. Soit Q un 
A-module n-act pour tout n. Alors le A-module M = P @ Q est k-act. 
Soit (Li)ieN une suite croissante de sous-modules de type k de P @Q. La 
suite NJ% + Q>lQh est une suite croissante de sous modules de M/Q, de type k, 
done stationnaire (car M/Q ru P). L e module P Ctant pseudo-coherent, (Li + Q)/ 
Q est de presentation finie. De plus: (L, + Q)/Q N L,/L, n Q. 
La suite (-GL,~&N &ant stationnaire, il existe deux A-modules libres de 
type fini A, et A,, de rangs q1 et r, tels que, pour i 3 i,, , A, -1;. A, --% LJL, n Q -+ 0 
soit une presentation finie. 
On a done deux suites exactes: 
Comme A, est libre, et s surjective, il existe zli : A, -+Li , telle que s = pi o ui ; 
mais alors p,[ui(r(A,))] = 0 (car s 0 q = 0) et ui(q(A,)) C Ker pi ; or Ker p, = 
Li n Q. On peut done trouver un homomorphisme vi : A, + Li n Q tel que 
le diagramme 
soit commutatif. 
On a finalement le diagramme commutatif suivant: 
oh s est surjectif et ji injectif. D’apres le diagramme du serpent [3, Chap. 11, 
on a la suite exacte: 0 = Ker id -+ Coker vi --f Coker ui + 0 = Coker id. 
Le module coker vi est done isomorphe a Li/ui(AO), et par consequent de type 
<k. La suite 0 + vui(A,) + Li n Q ---f Coker vi + 0 est exacte, et ui(A,) est de 
type <ql coker vui Ctant de type <k. I1 en resulte que Li n Q est de type fini, et 
de type <k + q1 [2, Chap. II; 1, no 71. Le module Q &ant n-act pour tout n, 
la suite (L, n Q)iGN est stationnaire. 
Soit 4 la projection de M sur P. Les suites (+(Li))(EN et (Li n Q)ieN sont 
stationnaires. Pour i 3 il on a: 
L, c-h+1 7 L, n Q = -L n Q, KG) = 4(-b,). 
On montre facilement que Son a alors: L, = Ltl pour d 2 & . Ce qui acheve 
la demonstration du ThCorbme 1.5. 
Supposons maintenant que A soit un anneau coherent integre n-act pour tout 
a~. On demontre, par recurrence sur Y, que le module libre 8’ est ~~+acc. pour 
tout as: pour ce&, 3 &Fit ~appliqu~r le T~~or~rn~ 1.5 en remarqua~t que 
P = R-l est coherent comme somme directe de modules coherents [15]. 
~HlhRhXS 1.6. soit A un anneau cohhnt i&gve et ri-ace pour totit R. 
Aloys tout A-module libye est m,-act pour tout n. De plus tout ~~od~it direct de 
~oa~les k-ace est k-ace, 
~RO~L~~ES. Dans ce paragraphe intervierment des ~o~d~tio~s de chaine sur 
les ideaux de type k (k entier positif) dans l’anneau A. 
Les anneaux factoriels sont des anneaux l-a&c. Les anneaux noetheriens 
sont n-act pour tout n. 
Canneau 
est non noetherien, n-act pour tout n, et tel que tout A-module hbre soit rz-ace 
pow tout ‘y1 121. 
Existe-t-42 pozy tout entier k, 2428 ameati h-ncc qzk ne soit $m (k f I) act ? 
Est-ce JJW~: .A cohkent et n-act pour tout n * A noetlhien ? 
RappeIons le critere de Pontryagin pour un groupe G saris torsion (cf. [6, 
Sect. 19; 11). 
Si 6 est un groupe sans torsion, denombrabie, les conditions suivantes sont 
Cquivalentes: 
(if G est libre. 
(ii) Tout sous-groupe de G de rang fini est libre. 
(iii) Toute suite croissante de sous-groupes de rang pl est stationnaire, 
(iv) G est n-act pour tout n. 
Cc critere geut se genkliser, d’apres les rCsuftats de Cohn [S, 5-8, Theorem 
8-2, Cosoilary 2, Proposition 8-31, aux A-modules de type d~ombrab~e saris 
torsion sur un anneau principal. 
Si A est un anneau principal, et si M est un A-module saris torsion, de type 
denombrable, les conditions suivantes sont Bquivalentes: 
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(i) M est hbre. 
(ii) Tout sow-module de rang fini est libre. 
(iii) Toute suite croissante de sous-modules de rang <B est stationnaire. 
(iv) M est n-act pour tout B. 
En effet (ii) + (iv) [lo, Corollaire 4-51. 
La condition (ii) est Cquivalente B la condition “Tout sous-module de rang 
fini est de type fini”, condition qui est elle-meme Cquivalente B la condition (iii), 
avec des hypotheses pIus g&r&ales, comme on te demontrera ci-dessous. Enfin 
(i) => (iv) [l, Theorem 81 et (iv) 3 (i) d’aprbs Cohn. 
La gCn&alisation annoncCe ci-dessus n’est pas satisfaisante: en effet, on va 
voir qu’il suffit de supposer que M est de Fang denombrable; de plus certaines 
6quivaIences ou implications entre les propri&t&s (i), (ii), (iii), (iv) sont vraies 
plus generalement en supposant que A est un anneau de Dedekind, ou un 
anneau noetherien, ou un amxeau de Priifer. 
‘I’H%OR&ME 2.1. Soit A un anneau (n-ace pour tout n) et M un A-module 
saris toysion. Considbons pour &I les conditions suivantes: 
(b) Tout sous-module de ~a~g~n~ est de ty~e~~~. 
(c) Toute suite croissanta de sous-modules de M de rang <n est stationzaire 
pour tout n. 
(d) M est ~~=CLCE pow tout n. 
@I 
Alors on a: (c) ’ 
% (4 
Si de p&s A est wz ansew tel que tazlt A-module l&e soit ‘PI-ace pour tout n, 
aloes: (c) G- (b) + (d). 
2% A est noethhien, aloes: (c) -+ (b). 
(c) s- (b): Soit HC M, H d e rang fmi I, Si H n’etait pas de type fini, il 
existerait une suite strictement croissante de sow-modules de H done de M, 
de rang <Y. 
(c) 3 (d): evident, 
Supposons que A est tel que tout A-moduIe libre soit n-act pour tout n; 
alors tout A-module de type fini est n-act pour tout n. Soit M un A-module 
v&ifiant (b), et soit (M&eN une suite croissante de sow-modules de n/r, de type n; 
uiGN il.Ft est de rang <a, done de type fini par hypothese, et par suite UiaN I& 
est n-act; la suite (IV&~ est done stationnaire. Done (b) + (d). 
A &ant noetherien et M vCrifiant (b), soit (P,)afN une chaine de sous-modules 
de rang <n; (JasFu P, qui est de rang en, est de type fini, done noetherien. 
La suite (Pn& est done stationnaire. 
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Ayant en vue une generalisation du crithe de Pontryagin qui concerne des 
groupes denombrables, nous allons maintenant demontrer ie resultat suivant: 
TH&OF&ME 2.2. Soit A un anneau de Prtifer (semi hkkditaire, commtitatzy 
idgre). Soit M un A-module suns torsion. Les conditions suivantes sont t?quivalentes: 
(a’) Tout sous-module de M de rang dknombrable est projectif. 
fb) Tout sous-module de rang jki est de type $ni. 
(a’) 3 (b): Soit M verifiant (a’) et soit H un sous-module de M, de rang 
fini; alors H est projectif par hypothese, et par consequent N est somme directe 
de modules isomorphes a des ideaux de type fini de A [13, Chap. 61. Cette somme 
directe est finie puisque H est de rang fini; pi est done de type fini. 
(b) 3 (a’): Supposons que M verifie (b) et considerons un sous-module 
de M, H qui est de rang denombrable. 
Si N est de rang fini, il est de type fini (par hypothese) et par consequent se 
plonge dans un module L de type fini (L C K @)A H). Alors L est projectif, et FI 
sows-mod&, de type fini dun module projectif est projectif [I?]. 
Si est de rang infini denombrable, il existe (e&& , famille d’eiements de N 
teis que (eVJnEN soit une base de K aA H. 
Posons Hn = (Kel @ Ke, @ ... @ Ke,) n N; EC, est de rang n. M = uz=, HT, ; 
pin est de type fini (par hypothese (b)). Le module H,IH,-, est saris torsion, 
et de type fini, done se plonge dans un module libre; par consequent Hn/NneI est 
projectif; de plus H,/H,-, est de rang 1. 
II existe done Jn ideal de type fini de A tel que H,/H,-r eJn [13, Chap. 6, 
Sect. 11. La suite exacte 0 + H+, - H, --f HnlH,-l +- 0 est windee puisque 
H n !H.,, ei est projectif. Ceci nous permet de montrer (par rC rence sur n) 
qu’il existe une suite (JJnEN d’ideaux de type fini de A tels que: CT! o;=, ,p< . 
H= nGN fhT, ‘v @,“=, J,c ; chaque Jk (de type fini) est projectif done N 
est projectif. 
Re*marque. Si A est un anneau de Prufer n-act pour tout n, alors A est un 
anneau coherent n-act pour tout 12 et tout A-module libre est n-ace pour tout n 
(Theoreme 1.6). D’apres le Theo&me 2.1 les conditions (a’) et (b) (Theo&me 
2.2) equivalentes donnent la condition (d), et impliquent que M est n-act pour 
tout 32. 
PROBL~MES. Existe-t-i1 un anneau de Prtifeey n-act pouv tout n qui ne soit pas 
noethh’epz ? (C’est-a-dire qui ne soit pas un anneau de Dedekind.) 
Existe-t-il un A-module M SW un anneau de Prtifer n-ace pow tout n qui. soit 
n-act pow tout n et qui ne vhi$e pas la condition (b) ou la condition (a’) ? 
On va montrer en effet que, pour un anneau de Dedekind il y a equivalence 
de toutes ces propriMs. Le resultat suivant est la gCnCralisation annoncee 
du crittre de Pontryagin. 
THBOF&ME 2.3. Pour un module M saw torsion sziy un anneau de DedekiBd, 
les conditions suivantes sont @ivalentes: 
(a’) Tout sous-module de M de rang dthombyable est projectif. 
(a’) Tout so-module de M de tfie d~~~ab~ est pp’oj,,t1j. 
(b) Tout sous-module de M de ra~g~ni est de typeJiG. 
(c) Toute suite croissante de sous-modules de yang \<n est stationnaiye 
quel que soit n. 
(d) M est PZ-act pow tout n. 
On a deja 
(a’) + (b): A de Priifer, ThCoreme 2.2. 
(b) ts- (c) 3 (d): A noetherien, Theo&me 2.1. 
Montrons que (d) z- (b): Supposant M n-act pour tout n, soit P un sous- 
module de iw, de rang fini k. Si P n’etait pas de type fini il existerait une suite 
(P&N de sous-modules de P, strictement croissante, telle que chaque Pi 
serait de type fini, de rang ri < k, Pi N AT<-1 @ Ji ou Ji est un ideal de A [3, 
Chap. 71. Mais, d’aprb un r&what connu (par exemple [4]) Ji admet un systeme 
de 2 generateurs [8, Theoremes 57,261. Pi est done de type yi - 1 + 2 < K + 1, 
ce qui contredit le fait que M (done P) est (K -/- I)-act. 
Enfin (d) o (a’) 3 (P!). 
Pour montrer que (ti‘) 3 (d), il suffit de remarquer que tout A-module 
projectif est n-act pour tout n et que I’on a l’equivalence: n/;r n-ace V% + tout 
sous-module de type denombrable est n-act WL 
Remayque. Supposons que A est un anneau tel que, pour un A-module M 
les conditions (a‘), (a’), (b), (c), (d) soient ~quivalentes; alors il existe des modules 
n-ace pour tout n, ce qui implique que A est n-ace pour tout n; (d) * (a’), et 
par consequent tout ideal de A est projectif et A est hereditaire. A &ant com- 
mutatif integre hereditaire, A est un anneau de Dedekind. 
Si A est un anneau de Dedekind, tout sous-module d’un module projectif 
est projectif [13, Chap. 61. On a done: 
COROLLAIRE 2.4. Pour un module l@ de rang dhombyable suy zoz anneau de 
Dedekind les conditions suivantes sont kquivalentes: 
(i) &I est projectif. 
(ii) Tout sol-modu~ de M de yaszg Jini est de type j&i, 
(iii) &F est n-act pozsr tout n. 
COROLLAIRE 2.5. POW un module M de rang$ni k SW un anneau de Dedekind 
les conditions suivantes sont &uivalentes: 
(i) .&f est ~o~ec~~~ 
(ii) est de t~pe~~~~ 
(iii) Ita est 3%-ace pour tovt n. 
(iv) 84 est (k + 4) ace, 
En e&t (i) + (ii) + (iii) d’aprbs le Corollaire 2,4; 
(iii) * (iv): Supposons que &! soit de rang k et fk + 2)-ace. Si 44’ n’&a& 
pas de type fini il existerait me suite strictement croissante ~~~~)~~~ de sms- 
modules de A&, de type fini, de rang Ye < k. 
I%& N Hz-i @ Ji oa Ji es I un id&al. de type 2; lb& serait done de type @z -t 1 p 
ce qui est impossible. 
11 existe des modules de rmg 1 qui sent I-act et qui ne sent pas de t~r-ge 6fini; 
par esemple A = K[X, Y], Nl Q Cz=_, AjJ?/P); mais dans ce cas A est 
factoriel noethkrien non principal et n’est pas un anneau de Dedekind. 
Signalons enfin me prop&t-t6 dies modules n-act sur les anrmmx de Dedekind. 
En e&t 7 + 1 ,( n et Pest (r -j- I)-act. P est dime de type fiai ~~~ro~~air~ 2.5). 
Cette condition nkcessaire n’est ~vide~~eu~ gas su%sante. On a vu (cf. [9]) 
qu’il existe UR groupe (de rarig 2) tel que tout snus-grmpe de rang 1 soit jibe, 
et qui n’est pas taec. 
Supposons maintenant que A est un anneau de va~~a~~~~ disc&e e5mpIet. 
Soit M un A-module l-ace, alors tout sous-module de type d~~~~~~~~~~ de M 
est i-aec done est like [9, ThCor&me 6.41, et par consCquent M est ~+acc pour 
tout n (ThCorkne 2.3). Soit $2 fe compIQC de M pour la topologie p-adique 
(9, Gtant une uniformisante dc A). Si M est I-ace, alors & est I-act et complet, 
et par conskquent il existe un module like L tel que I@ = L [9, Th&orkne 7.61; 
34’ se pionge done dam 2, 
~~c~p~~que~~~t, si M se plonge dam le complCtP. dbn module Iike fdons 
l-act), alors M est aussi l-act. On a done: 
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(i) M est 1-act. 
(ii) M est n-act pour tout n. 
(iii) M se plonge duns le compl~tte’ d’un module libre. 
Dans 17, Sect. 161, Kaplansky Cvoquait la difficult& de classer les modules 
sans elements de hauteur infinie sur les anneaux de valuation discrete complets. 
Nous avions montre que dans ce cas: M I-act -+ M factorable o M sans Clement 
de hauteur infinie [9, lo]. On pouvait conclure si M Ctait de type denombrable, 
ou si M Ctait complet [9]. Le theorbme precedent met done en evidence le fait 
que les A-modules sans elements de hauteur infinie (A de valuation discrete 
complet) sont exactement les sous-modules des completes de modules libres. 
III. MODULES SUR UN ANNEAU NOETHBRIEN 
L’Ctude precedente nous conduit a examiner les relations entre les differentes 
conditions introduites ci-dessus, dans le cas plus general oh A est noetherien 
integre. 
THBOR~ME 3.1. Soit A un anneau noethkrien in.t.?ge et M un. A-module suns 
torsion. Consid&ons pour M les propri&% suivantes: 
(a) Tout sow-module de M de rang d&ombrable se plonge dans un module 
libre. 
(a) Tous sous-module de M de type d&ombrables se plonge dans un module 
libre. 
(b) Tous sous-module de M de rang Jini est de typeJiG. 
(c) Toute suite moissante de sous-modules de yang \<n est stationnaive pour 
tout n. 
(d) M est n-act pow tout n. 
Aloes, on a: 
(b) 
/“ON 
(4 * (4 * (4 
B B 
(4 
(b) o(c) + (d): Ceci est le Theo&me 2.1 applique au cas A noetherien. 
(a) =+ (a): ImmCdiat, 
(a) 3 (d): En effet si (MJ est une chaine de sous-modules de M, de type n, 
(J,“r Mk est un sous-module de type denombrable, qui se plonge dans un 
module libre, done n-act [l]. La suite (M7J est done stationnaire. 
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Pour montrer que (a) =P (b), il suffit de montrer que tout module libre SW A 
noetherien possede la proprietit (b), ou plus gennbralement que tout mod&e de 
ia forme AJ possede la proprietk (b) ( resultat demontrb par Renault [12]). Nous 
allons dormer une approche differente de ce r&ultat, qui permet au& de conchrre 
que tout module Af pow&de la propri&ttC (a). 
(i) Pour tout sous-module M de rang jini de A’, i6 existe un modzkle libre L 
de type jki facteuv direct de A”, et contenant M. M est done de type jki. 
(ii) Pour tout sow-module M de rang d~~ornb~~b~e, il xiste un module libre L 
de type d~~omb~ab~e contena?zt M et contenu dans A’. 
~~rno~tro~s (ii) pour M de rang d~nombrab~e in&i (la ~~rnonstra~~o~ de (i) 
se fait de facon analogue saris occults). On utilise le telnme suivant (~~1~~~~~ 
Lemma 6 [IQ 
LEMME 3.3. Si A est noeth&im et si I est in&i, pow tout &ment XE AI, 
il existe deux sous-modules B et C de AI tels que: 
M &ant un sous-module de rang d~~~rnb~a~~~ de A’, il existe (ed)iEN oil 
EiE M$ tel que (ei)iEM soit une base du K-espace vectoriel K BA M (A7 &ant le 
corps des fractions de A). Appl~quons Ie Lemme 3.3 B e, ; il exxiste deux sow- 
modules Br et C, tels que: QE 3, , A’ = B, @ C, , Cl cli A’, Bl libre de type 
fiIG. POSons alors: e2 = p2 + y2 oh /i&E B3. , yzE Cl ; appliquant le Eemme 3.3 
ii yz E Cl ‘u Ar il existe B, et e, tels que: yze B, , C; = B, @ C, , c2 rv Al, 
z libre de type fini. 
O~~:~,E~~,,~,EB,~,~,A’=B,OB,OC,,~~ 
type fini, C, cy AI. 
On construit ainsi une suite (B,),,% de sous-modules hbres de type fini 
t& qtie: e,f Bl @ *.. @ B, , B, @ ‘.. @ B, facteur direct de AI, @zz_, B, 
tibre de type d~nombrab~e. 
Soit x un element de :W, (e&, &ant une base de K aA 134~ il existe (hi)rsii~il 
tels que: 
XieIk’etx =h,el+ ---fh,e~. 
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On a done trouvC un module libre de rang dknombrable contenant M. 
Tout module A’ posskde done toutes les propriMs (a), (oI), (b), (c), (d) du 
ThCor&me 3.1. Le probEme de I’Bquivalence de ces propriMs se pose. 
Si A est un anneau de Dedekind on a 1’Cquivalence: P projectif o P se plonge 
dans un module libre. 
Done si A est un anneau de Dedekind, les conditions (a), (b), (c), (d), (a) du 
ThCor&me 3.1 sont bquivalentes pour un A-module M (ceci r&&e immtdiate- 
ment du ThCorAme 2.3). 
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